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Resumen: El tratamiento de efluentes acuosos contaminados con metales pesados es un desafio prioritario en la ingenieria debido a los graves
riesgos que representan para la salud y los ecosistemas. Entre ellos, el cromo hexavalente es uno de los contaminantes mas peligrosos por su
elevada movilidad, persistencia y bioacumulacién. Su exposicion prolongada provoca dafios renales, hepaticos, respiratorios y efectos
carcinogénicos. Las normas mexicanas establecen limites estrictos para descargas, fijando 0.5 mg/L para cromo total y valores cercanos a 0.05
mg/L en referencia a estandares internacionales. El disefio de sistemas distribuidos de tratamiento constituye una alternativa eficiente frente a
esquemas centralizados, al integrar unidades modulares que reducen costos de transporte, mejoran la flexibilidad y permiten el control localizado
de contaminantes. Para optimizar estos sistemas se aplican herramientas de programacién matematica: lineal, no lineal, mixta-entera y dinamica,
que permiten resolver balances, seleccionar tecnologias y evaluar escenarios temporales. Diversas tecnologias han mostrado eficacia en la
remocion de metales pesados, destacando la precipitacién quimica, el intercambio idnico, la adsorcion y el uso de membranas. En este trabajo
se empled un proceso electroquimico documentado en la literatura cientifica ya que se han consolidado como métodos promisorios para el
tratamiento de cromo hexavalente Cr(VI) y que permiten la reduccién a cromo trivalente Cr(Ill), menos téxico y mas facilmente removible.
Ademas, se desarrollé un modelo matematico de optimizacidn dinamica (OD) para la integracion de tecnologias de tratamiento avanzadas, como
los procesos electroquimicos, que permite representar un enfoque integral para el disefio de sistemas distribuidos sostenibles. Finalmente, el OD
se implementé en el sistema de Matlab usando un caso de estudio académico.
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Optimal Design of an Aqueous Effluent Treatment System Using Transient State
Hexavalent Chromium Reduction Kinetics

Abstract: The treatment of aqueous effluents contaminated with heavy metals is a priority engineering challenge due to the serious risks they
pose to health and ecosystems. Among these, hexavalent chromium is one of the most dangerous pollutants due to its high mobility, persistence,
and bioaccumulation. Prolonged exposure causes kidney, liver, and respiratory damage, as well as carcinogenic effects. Mexican regulations
establish strict limits for discharges, setting 0.5 mg/L for total chromium and values close to 0.05 mg/L in reference to international standards.
The design of distributed treatment systems constitutes an efficient alternative to centralized systems, by integrating modular units that reduce
transportation costs, improve flexibility, and allow for localized control of pollutants. To optimize these systems, linear, nonlinear, mixed-integer,
and dynamic mathematical programming tools are applied, allowing for the resolution of balances, the selection of technologies, and the
evaluation of time-based scenarios. Various technologies have proven effective in removing heavy metals, including chemical precipitation, ion
exchange, adsorption, and membranes. This work used an electrochemical process from the scientific literature, as they have proven promising
methods for treating hexavalent chromium (Cr(V1)) and allow its reduction to trivalent chromium (Cr(lIll), which is less toxic and more easily
removable). Furthermore, a dynamic optimization mathematical model (DO) was developed for the integration of advanced treatment
technologies, such as electrochemical processes, which provides a comprehensive approach to the design of sustainable distributed systems.
Finally, the DO was implemented in Matlab using an academic case study.

Keywords: optimization, treatment, effluents, kinetics, electrochemistry, reduction
Introduccion
El tratamiento de efluentes acuosos es un desafio crucial en la ingenieria ambiental, particularmente cuando estos

contienen metales pesados de alta toxicidad. Entre ellos, el cromo en su estado hexavalente (Cr(VI)) se reconoce como
uno de los contaminantes mas peligrosos debido a su alta movilidad en medios acuosos superficiales y subterraneos,
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su persistencia ambiental y su capacidad de bioacumulacidn, afectando tanto la biodiversidad acuatica como la calidad
de los recursos hidricos para consumo humano e industrial (Owlad et al., 2009). La exposicién prolongada a Cr(VI)
produce efectos adversos severos en la salud humana, que incluyen dafio renal y hepatico, alteraciones respiratorias,
dermatitis crénica, asi como un alto potencial cancerigeno (Kimbrough et al., 1999; ATSDR, 2012).

En México, el marco normativo mas actualizado sobre descargas de aguas residuales se encuentra en la NOM-001-
SEMARNAT-2021, donde se establecen limites maximos permisibles para contaminantes prioritarios, incluyendo
metales pesados. Para el caso del cromo, los valores de referencia dependen del tipo de cuerpo receptor y del uso del
agua. En general, el limite maximo permitido para cromo total se fija en 0.5 mg/L para descargas en cuerpos receptores
de agua dulce de uso publico, mientras que para cromo hexavalente los valores tienden a ser mas estrictos (SEMARNAT,
2021; WHO, 2017). Estas disposiciones reflejan la importancia de implementar tecnologias de tratamiento avanzadas
y optimizadas que garanticen el cumplimiento normativo y la proteccion de la salud publica y ambiental.

El desarrollo de sistemas distribuidos de tratamiento de efluentes acuosos se presenta como una estrategia
prometedora para enfrentar este reto. A diferencia de los sistemas centralizados, los esquemas distribuidos permiten
la integracidn flexible de unidades de tratamiento en distintos puntos de la red de generacion de aguas residuales, lo
que favorece la reduccion de costos de transporte, la mejora en la eficiencia operativa y la posibilidad de un control
localizado de contaminantes especificos (El-Halwagi, 2017). En el caso particular de los metales pesados, esta
aproximacién permite disefiar combinaciones de operaciones unitarias (precipitacion quimica, intercambio idnico,
adsorcion en materiales avanzados, membranas selectivas, entre otras) de manera modular y escalable (Fu & Wang,
2011).

Para lograr un disefio eficiente de estos sistemas, se emplean técnicas de programacion matematica que permiten
evaluar de forma sistematica multiples configuraciones y escenarios operativos. Dentro de este marco, se distinguen
diversas herramientas: la programacion lineal (LP) resulta util para problemas donde las relaciones entre variables son
proporcionales y lineales; la programacion no lineal (NLP) aborda casos mas realistas donde las relaciones son no
proporcionales; la programacién mixta-entera (MILP/MINLP) es indispensable para redes de tratamiento distribuidas
al considerar decisiones binarias (instalar o no una unidad) junto con variables continuas; y la optimizacién dindmica
incorpora la variacién temporal de cargas contaminantes y condiciones de operacion, garantizando disefios robustos
frente a escenarios cambiantes (Grossmann & Guillén-Gosalbez, 2010).

En este contexto, las tecnologias de tratamiento de metales pesados han evolucionado significativamente. Los procesos
tradicionales como la precipitacion quimica o el intercambio idnico siguen siendo relevantes, pero presentan
limitaciones en eficiencia y generacién de residuos secundarios (Fu & Wang, 2011). En contraste, los métodos
avanzados, particularmente los electroquimicos, se han posicionado como alternativas de alta eficiencia y
sostenibilidad. Técnicas como la electrocoagulacion, la electrorreduccion de Cr(VI1) a Cr(lll) y la electrodialisis permiten
una remocidon mas efectiva, con menor consumo de reactivos quimicos y potencial de regeneracion de electrodos y
soluciones (Sharma et al.,, 2019; Martinez-Huitle & Brillas, 2009). Ademas, la combinacién de tecnologias
electroquimicas con adsorbentes avanzados o membranas hibridas ofrece posibilidades de optimizacion tanto técnica
como econdmica (Golder et al., 2007).

La sintesis de sistemas distribuidos de tratamiento de efluentes con énfasis en contaminantes téxicos como el cromo
hexavalente no solo implica un reto técnico, sino también econémico y regulatorio. La combinacién de herramientas
de programacién matematica con informacidén normativa y de impacto ambiental constituye un enfoque integral para
desarrollar soluciones sustentables. Dichos sistemas buscan minimizar el costo total de tratamiento, cumplir con los
estandares ambientales mas estrictos y, al mismo tiempo, reducir el riesgo asociado a la presencia de contaminantes
altamente téxicos en los cuerpos de agua.

En sintesis, el disefio éptimo de sistemas distribuidos de tratamiento de efluentes acuosos mediante herramientas de
programacion matematica constituye un area de investigacion clave para enfrentar problemas ambientales
contemporaneos. Su aplicacién en el manejo de metales pesados, particularmente el cromo hexavalente, representa
un avance hacia la implementacién de estrategias mas eficientes y sostenibles, que no solo protegen la salud de la
poblacién y el equilibrio ecoldgico, sino que también favorecen la competitividad de los sectores productivos mediante
el cumplimiento regulatorio y la reduccién de costos asociados al tratamiento de aguas residuales.
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En este trabajo, se propone un caso de estudio académico en funcion del trabajo presentado por Rodriguez et al. (2008)
y se desarrollé un modelo matematico de optimizacién dinamica (OD) usando tasas de remocion variables.

Materiales y Métodos
Planteamiento del problema

Se debe tratar un conjunto de cuatro corrientes efluentes S;, donde i = {1, 2, 3, 4} con sus respectivas concentraciones
de cromo hexavalente Ci;, donde j = {1} en dos reactores electroquimicos continuos de tanque agitado UT, donde n =
{1, 2} para la reduccién de cromo hexavalente a cromo trivalente usando los balances de masa en estado transitorio
con reaccidn quimica de la Ecuacién 1 presentados por Rodriguez et. al. (2008) que incluyen una cinética de orden
variable.

Q, Ae*ncout
— cout,, = —(cin,, — cout,) — Z

- (1)
dt /4 1+ Be~Pncout,

La concentracion (c;e) del flujo (Fe) en el punto de descarga debe cumplir con la norma ambiental (c;") para su descarga
en el alcantarillado. En la Tabla 1 se presentan los parametros del sistema de tratamiento y del modelo cinético, asi
como las cotas inferior y superior para el volumen (v») del reactor y de la densidad de corriente (I,).

Tabla 1. Parametros del modelo matematico de programacién no lineal

Datos de las Corrientes efluentes Parametros del modelo cinético
i Si (L/min) Ci; (mg/L) Modelo cinético Cota inferior (L) Cota superior (U)
1 3 350 A=0.7483 Densidad de corriente I, I'=190 A/m? IY=350 A/m?
2 5 450 B=0.1772  Volumen del reactor V, Vi=0L VY=1250L
3 7 500 a=0.001
4 9 570 b =0.003

Fe=215=24 Ce'=05

Superestructura y nomenclatura

Los sistemas distribuidos de tratamiento de
efluentes se pueden disefar a partir de una
superestructura que engloba las diferentes
posibilidades de disefio topolégico, por lo que su
desarrollo es de gran utilidad durante la sintesis
de sistema de tratamiento. En la Figura 1 se
presenta la superestructura para el tratamiento
de efluentes acuosos la cual se compone de
divisores (circulos negros), mezcladores (circulos
sin relleno) y unidades de tratamiento (cuadros),
donde la seccidon A corresponde a las fuentes
generadoras de corrientes efluentes (Si) que
provienen de algun proceso; la seccién B
corresponde a las unidades de tratamiento (UT,) Figura 1. En esta figura se presenta la superestructura para el
(reactores electroquimicos) y son alimentadas disefiode un sistema de tratamiento de efluentes

por las fracciones de flujo que derivan de las

fuentes (fin), a su vez, las UTn también pueden ser alimentadas por una estructura de recirculacién a partir de la misma
unidad de tratamiento (Gnn) y a partir de otra diferente (G n). Por otra parte, el flujo que pasa a través de una unidad
de tratamiento es Q. con concentraciones de entrada y salida cin, y cout, respectivamente. Finalmente, el flujo Fe
corresponde al flujo en el punto de descarga (e) con concentracion cje y puede ser alimentado por las fuentes i y las
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unidades de tratamiento n, fi. y Gen. respectivamente; por lo tanto, el conjunto de las fuentes de corrientes efluntes
es {i € I} y el conjunto de unidades de tratamiento es {n € N}. En este trabajo, el conjunto de contaminantes {j e I} y el
de los puntos de descarga {e € E} solo tienen un elemento ya que se trabaja con solo un contaminante (cromo
hexavalente) y un solo punto de descarga.

Modelo de programacion matemdtica no lineal (PNL)

El modelo de programacion no lineal consiste de balances de materia realizados en cada unidad de operacion, de
acuerdo a la superestructura de la Figura 1. Los balances globales en los divisores (circulos negros) posteriores a las
fuentes i se presentan en la ecuacién 2:

S = fi,n + fi,e iel (2)

En la Ecuacion 3 y Ecuacion 4 se presentan los balances de materia globales y parciales en los mezcladores (circulos sin
relleno) previos a las unidades de tratamiento UTn:

Qn = Zfln + 2 Gnl,n nen (3)
i=1 nr=1

cin,Q, = 2 Cijfin + 2 couty,Gpy  mMeN; jej (4)
i=1 nr=1

En la Ecuacion 5 se muestran los balances de materia globales en el divisor (circulos negros) posteriores a las unidades

de tratamiento UTn:
0, = Z Gep, + 2 Gnne mMeN (5)
e=1

nr=1
Finalmente, en la Ecuacién 6 y Ecuacion 7 se presentan los balances de materia global y parcial en el mezclador (circulo

sin relleno) del punto de descarga de la superestructura (ver Figura 1):

F, =2fi,e + EGen,e eek (6)
i=1 n=1

CjeFe = 2 Cijfie + 2 cout,Ge,, e€kE; jej (7)
i=1 n=1

La restriccidn para la descarga de cromo hexavalente en el alcantarillado se establece a continuacion:

Cie < le,]e jejJ; eeE (8)

Las restricciones para las variables de decisién del modelo PNL se establecen a continuacion:

fin <8 i€l (9)

fie <S; i€l;e€ekE (10)

Q, <FE iel (12)

cing < Max{C;;} iel;je] (12)
cout, < Max{C;;} i€l;je] (13)
Gnn <F, mneN;n'eN (14)
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El modelo de programacion dinamica (PD) se compone de la Ecuacion 1 a la Ecuacidon 7 junto con las restricciones y las
cotas de la Tabla 1, ademas se establece que las variables de decision son positivas.

Para simplificar el problema abordado, se utiliza una funcién objetivo que minimiza el flujo en cada unidad de
tratamiento, bajo la suposicién de que el costo de tratamiento es proporcional al flujo.

De forma esquematica se presenta el modelo PD:
MinZ=Q:+Q
Sujeto a
Ecuacién 1 a Ecuacién 7
Restricciones de desigualdad de 8 a 14

Variables de decision positivas

Resultados y Discusion

El modelo PNL se implementé en el sistema de Matlab usando la funcidn fmincon, junto con el modelo de la Ecuacién
1 y cuenta con 29 variables y 14 ecuaciones dando un total de 15 grados de libertad. En la Tabla 2 se muestran los
resultados de las variables de decision, se puede observar que una fraccion de la corriente S; es tratada en la UT, y la
otra fraccidn es tratada en UT,, para las corrientes S,, Sz y S4 son tratadas en la UT; cuyo flujo Q; es de 23.322 L/min en
donde la concentracién de entrada cin; es de 501.357 mg/L y la concentracion de salida cout; es de 17.945 mg/L, se
observa que esta concentracién no cumple con la NOM-001-SEMARNAT-2021 que establece 0.5 mg/L para su descarga
en los cuerpos receptores, por lo que es enviada a la segunda unidad de tratamiento UT, en donde el flujo Q, es de 24
L/min con concentracidén de entrada cin, es de 27.322 mg/L y la concentracién de salida cout, es de 0.5 mg/L
cumpliendo asi con la norma ambiental. Cabe mencionar que, al tener una norma ambiental muy restrictiva para el
cromo hexavalente, se obliga a tratar completamente cada corriente efluente.

Por otra parte, en la Tabla 2 también se presentan los resultados de las variables de volumen V; y V, y de la densidad
de corriente eléctrica |1 e I los cuales estan incluidos en el balance de masa en estado transitorio con reaccion quimica
de la Ecuacidén 1, los cuales igualan a sus cotas superiores para lograr cumplir con la norma ambiental.

En la Figura 2 se presenta el modelo dindmico de la Ecuacidon 1, donde se puede observar que el perfil de
concentraciones alcanza su estado estacionario cercano a los 18 mg/L considerando que inicio con 501.357 mg/L
(Figura 2a), por otra parte, en la segunda unidad de tratamiento el flujo entra con una concentracién inicial cercana a
27 mg/L y alcanzar su estado estable en 0.5 mg/L como lo indica la homa mexicana para la descarga de cromo
hexavalente (Figura 2b).

Los resultados muestran un tiempo de residencia t; de 53.59 min y una tasa de remocién R; de 96.4 % para la UT1 y un
tiempo de residencia t; de 52.08 min y una tasa de remocién R; de 98.1 % en la UT,. Los resultados presentados son
comparables con las tasas de remocion presentadas en trabajos previos, en donde se presentan variaciones de 60 a
99.9 % de acuerdo a la velocidad de flujo en el reactor, con tiempos de residencia desde 15 min hasta 2 horas (Barrera
et al. 2003; Kabdasl et al., 2023).

Finalmente, en la Figura 3 se presenta la topologia de disefio de acuerdo con la superestructura de la Figura 1 en donde
se presentan todas las interconexiones y sus respectivas cantidades de flujo y concentracién del sistema de
tratamiento.
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Tabla 2. Resultados del modelo matematico de programacion dindmica

Variable (unidades) Cota inferior Valor Cota superior
f11 (L/min) 0 2.322 3
f1,2 (L/min) 0 0.678 3
f1e (L/min) 0 0 3
fz,l (L/mln) 0 5 5
f2,2 (L/min) 0 0 5
f2e (L/min) 0 0 5
f3,1 (L/mln) 0 7 7
f3,2 (L/min) 0 0 7
f3 (L/min) 0 0 7
f4,1 (L/min) 0 9 9
f4,2 (L/min) 0 0 9
fae (L/min) 0 0 9
Qs (L/min) 0 23.322 24
Q2 (L/min) 0 24 24
cing (mg/L) 0 501.357 570
ciny (mg/L) 0 27.322 570

cout; (mg/L) 0 17.945 570
cout; (mg/L) 0 0.5 570
G1,1 (L/mln) 0 0 24
Gy, (L/min) 0 23.322 24
Gy, (L/min) 0 0 24
Gzyz (L/mln) 0 0 24
Gie(L/min) 0 0 24
Gye (L/min) 0 24 24
Cie (mg/L) 0 0.5 0.5

Vi(L) 0 1250 1250
l1(A/m?) 0 350 350

Va (L) 0 1250 1250

I, (A/m?) 0 350 350
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Figura 2. Cambio de la concentracion de cromo hexavalente con respecto al tiempo segiin el modelo de la Ecuacidn 1: (a) Perfil
de concentracién en la unidad de tratamiento uno y (b) Perfil de concentraciéon en la unidad de tratamiento dos
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Figura 3. Topologia de disefio final del sistema de tratamiento de efluentes contaminados con cromo hexavalente
Conclusiones

Los resultados de este trabajo muestran que es posible obtener un disefio 6ptimo mediante programacion dinamica
de un sistema de tratamiento de conjuntos de corrientes efluentes. El esquema de optimizacién permite dar
cumplimiento a la norma ambiental para la descarga de cromo hexavalente a los cuerpos receptores como un
alcantarillado municipal, suponiendo que el costo de tratamiento es proporcional al flujo alimentado en cada reactor
electroquimico. Por otra parte, es posible implementar ecuaciones diferenciales que representan un modelo de balance
de materia en estado transitorio y con reaccidén quimica, lo cual permite usar tasas de remocidn variables, en contraste
con los trabajos previos, donde tipicamente se usan tasas de remocidn constantes a partir de balances de masa en
estado estacionario.
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